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SOPRA UN PUNTO 


DELLA 


TEORIA DELLE FRAZIONI CONTINUE 


Lagrange, nelle sue addizioni all’algebra d’Eulero, trattando 
delle frazioni continue, dopo di aver dato il modo di formare 
due serie, una di frazioni di valor crescente, tutte minori di 
una frazione data e convergenti verso di essa, l’altra di frazioni 
di valor decrescente, tutte maggiori della stessa frazione data e 
convergenti pure verso di essa, serie entrambe composte di fra- 
zioni principali e di frazioni intermediarie della frazione con- 
tinua, in cui può svelgersi la frazione data, e dopo di avere 
dimostrato che ciascuna delle frazioni di una determinata di 
quelle due serie si accosta al valore della frazione data più di 
qualunque frazione espressa in termini più semplici, la quale 
differisca da essa frazione data nello stesso senso, in cui ne dif- 
feriscono le frazioni della serie considerata, soggiunge : 

« Au reste il peut arriver qu’ une des fractions interme- 
diaires d'une série n’approche pas si près de la fraction donnée 
qu’ une des fractions de l’autve série, quoique congue en termes 
moins simples que celle-ci; c est pourquoi, etc. ». 

L’asserzione contenuta in queste parole del Lagrange è vera; 
ma essa si può rendere più determinata aggiungendo che, fra 
le frazioni dell’altra serie, non ve n’ ha che una sola, la quale 
possa essere espressa in termini più semplici, ed essere, ad un 
tempo, più prossima alla frazione continua data della dnzerme- 
diaria considerata nella prima serie, e che quella sola frazione 
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è la principale, compresa fra le due principali, che nella 
prima serie sono più prossime, l’una da una parte l’altra dal- 
l’altra, alla detta intermediaria. 

Anzi è vera la seguente proposizione più generale : 

Una frazione intermediaria compresa fra le due frazioni 
principali d’ordine è ed i+ 2 di una frazione continua si ac- 
costa a questa frazione continua più di qualsivoglia frazione 
espressa in termini più semplici, ad eccezione solo, e solo in 
alcuni casi, della frazione principale d'ordine dé +1. 


Di questa proposizione io do la dimostrazione nella presente 
Nota. 


Sia x, la frazione continua: a, il suo #°*”° quoziente incom- 
L » esimo - P, * esima 
pleto, x; il suo % quoziente completo, — la sua % fra- 


zione principale. Cosicchè sia: 
pd ’ Q,=0 3 ia, (AR Lj 
e, per ogni valore di è intero e positivo, 


Prg Probe Pa di Bg V; ; 


Pi 41%; 4,4 PI 
Query + Qi 1 


= 


Detto X un intero qualunque, positivo, non nullo e minore 
di a; ,,, ® fatto 


eboWbira: S= Qi K+Q:; 


sarà 7 un intermediaria qualunque della frazione continua x, 
i 


° . . e . P Pi 2 
compresa fra le due frazioni principali —', —*, 
Q; Qira 


di dimostrare che se A e B sono due interi tali che la fra- 


KE si tratta 





ì È 5 . a v . 

zione — sla più prossima ad «, della frazione —, e non sia 
Db Y 

tO cp 

NEED ur 


DR 
Red $S. 





, 1 numeri 4 e B sono rispettivamente maggiori di 
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A 
Come dicemmo, se gi scosta da x, nello stesso senso, 


i È sa 
in cui se ne scosta —, la proposizione fu dimostrata da La- 


(vd: 
D 


grange nelle succitate sue addizioni all’algebra d’Eulero: anzi, 


5A A 
ivi è anche dimostrato che, se il valore di BÈ compreso fra 





Pu 
quello di ci e quello di —"', è ancora A>R e B>S, co- 


i+I 


sicchè la proposizione è pure dimostrata nel caso in cui la 57 


differisce da %, in senso contrario a quello in cui ne differisce la 


da, ì 
i, prossima ad «,. 





A TIE 

, purchè — sia, più di 
b i+t1 

Pertanto resta solo a provare la verità della proposizione nel 


k 
S 


di Pity _ 
caso, in cui il valore della —©' sia compreso fra quello di x, 
A pepi 
e quello di + . 
Ù B 
Per fare questa dimostrazione osservo che la quantità, che 
si scosta da x, di una quantità uguale e di segno contrario a 


R 
—, e che 


S 


sora SE È ; 
quella, di cui si scosta la S dalla stessa x,, è 24, — 
n ; A Ma ! 
perciò, la frazione P differendo (in senso contrario) da x, meno 


1 9 A E Mr: 
di quanto ne differisca — , la frazione 7 è compresa fra x, @ 


gq 
D 
E 
2% 


S 
Pr Vi; A E 
La diff ——-({(2x —-| fra -= — — 7 
a differenza 7 ( x, 3 ra B e 2%, g sarà 
dunque positiva, o negativa, secondochè % è pari, od impari: 


cioè si avrà 
al R 
pa) 


Ma si ha pure 
da Bi 
(-1'(25-272)>o, 


Ui+1/ 
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epperciò, sommando, membro a membro, queste due inegua- 
glianze, 
Cl e 
(i S Qi Li 
ossia 


A: PI 


1 
Poen ZA 


vs Eta = 


Il primo termine del primo membro di quest’ultima inegua- 








A P 
(] . . » i 
glianza, per le ipotesi fatte che — non sia uguale a ——, 
B Q. 
: Citi 
° i-LI . - R 6 
che inoltre 7 — sia compreso fra x, ed pr ò negativo e non 
1 ) 
i+1 
nullo: e quindi, rappresentando con / un intero positivo, uguale 
i ) I — I 
o superiore all'unità, esso primo termine varrà ——.. 
II 
L’ineguaglianza precedente può dunque scriversi così: 
1 I 
___ ——>)0, 
Qi, S Qi: B 
e trarsene quest'altra : 
B>IS, 


ed, in conseguenza, anche 
BEE 
come si voleva dimostrare. 
Operando, in modo analogo, sulle frazioni reciproche di , 


Al TE ari 
e di — , si troverebbe similmente 
SD 


A=> Rx 
Fu, nell’enunciato della proposizione; fatta eccezione pel 
; ; J P,. 
caso, in cui sia — = —"*; ed invero la frazione --—, sebbene 
Qi Qi 


abbia i suoi termini più semplici di quelli della frazione To 


Y 
4 


può approssimarsi, più di questa entermediaria, alla x,, perchè, 
onde ciò avvenga, basta che si abbia 


(1) (7 Lo ta) >(—1) (1 ne ) 


ULI 
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ossia 
Pia TE. mt (Fia ] SIA Più 
1) (Pet Piet k PA ap(Fieto 
Qi K4 Qi Q;4,% Wi CAp0g \Qiù Cigat Vi DR 
od ancora 
RR aa 


) 


Q; +1 K "n (98 i SAT) L+1 
ora quest’ultima ineguaglianza si può trasformare nella seguente 


Cibi MAI 
IRA 


6a 





’ 


alla quale esistono valori di X che soddisfano, sempre quando 
sia 4;,,, uguale o superiore a 3, e talvolta anche quando sia 
APT 


